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0. Introduction et objectif

Gilles Robert

On connait la solution générale de 1’équation d’onde inhomogene en espace libre.

Dans I’espace de Fourier, elle s’écrit: M .
y
R e—ikr
M:f)=|- q(M') dM’
O(M;f) i - A(M)
D

On rajoute maintenant des bornes a cet espace: solides rigides, vibrantes, absorbantes ....

M

Comment s’écrit alors la solution ?

, . .
Mg ” Dans ce chapitre nous allons construire la
solution générale de 1I’équation d’onde
D avec sources et conditions aux limites
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1 92 / 2
A-L 2 o (My0) = Q(M;1) , M AR
c, ot / M ° b
!
A ~ I .)) S \
— |(A+K)D(M;f) =Q(M;f) | P !
TF !
/
Helmholtz \ (D) ,
\ 7
Les conditions aux limites Y. _ _ - 7
Surface vibrante
Continuit€ des vitesses normales — y/parol _ \yUide g [{7paroi _ 9% = N(P)
’ ’ i on
Surface absorbante Neuman
) , p 1 0 .
Impédance de paroiZ Z=— —p |LZ———+P=0
u P,i® on mixte
Sur ¥ causalité —  Sommerfeld @
d aci) dfF d
La formulation d’un probleme acoustique repose sur 1I’équation d’onde (ou A a—n +B'®=M

I’équation de Helmholtz), des conditions aux limites de type mixte et
éventuellement la condition de Sommerfeld a I’infini. 3
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N
. s ( T
2.1 Rappel : Théoreme de Green l \
MWD / s®
VO¥  [(PAY-WAD)dv = I(CID——‘P—jds ' p |
) =\ on on I |
|
2.2 Rappel: Fonction de Green en espace libre “ (D) ,’
/
A+k)G, (M,M") = 8(M—M' ke~ ’
(A1), (A =B0-M) e SO
411
2.3 Formules de Helmholtz - Huygens
A A Contribution Contribution des
2\& —
‘ (A+k )q)y ‘ (A+K°)G, =5 @ (directe) des surfaces S et ¥
CL / sources (champ indirect)
Théoreme /
De Green ~
b (M) =[G, (M.M') Q(M") dM' / YMe D
— D
+[| (M) 9G, (M,M'")-G, (M,M')aib(M') ds,,
3 on on

La représentation n’est pas unique. 4
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En espace infini, le principe de causalit€ impose que la contribution de
I’intégrale sur X est nulle si on rejete X a I’infini.

ds ~R?

/7
A oikR / / , Ny
J- G, ob P ob _ikd ds , M \
s on ’ on 4\ or R

0P \ S

Contribution —, | ImR o ik®|=0 \

R—oo
nulle

Sommerfeld SN o~

YMeD &M —jG (M,M") Q(M") dM"

+j )=G, (M, M’ )%‘E(M')j sy,

La condition de Sommerfeld traduit le principe de causalité en espace libre.
Elle permet d’éliminer la contribution de X.
(Rq) G, vérifie la condition de Sommerfeld 5



ECOLE 2.5 Prise en compte des CL sur S
CENTRALELYON

Gilles Robert odb

On introduit maintenant les conditions aux limites sur S Al 8— +B'P = M*
n
VMeD &(M)=[G,(M,M")Q(M') dM'
D
+ | i@(M')aGO (M,M')—GO(M,M')@(MOJ ds,
< on on
Md
vYMe D CI)(M):IGO(M,M')Q(M')dM'+_[—GO(M,M')F(M')dsM
D S
T ' a(}0 ' ' Bd '
+£q>(M )( = (M,M) =G, (M,M)-(M )j ds,,

Si ® est connu sur S, P est connu partout
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si M=PeS Ilyaun probleme d’intégrale indéfinie

e—ikr
G,(P,M')=—-
° ( ) 4T
avec r = PM'
S
P
On montre que 1’on a une formule 1égerement modifiée M’
avec o=1s1 MeV a=1/2 ou 1-Q/4n st M=PeS Angle solide
1 (q) oG, B
Sur S — G, QdV +|| -G, dS, +|® 0 ds
urona2 I Q _[( Aj I(&nAO
1
5 .[ dSq

Le calcul du potentiel acoustique sur S conduit a une équation intégrale de Fredholm
de 28me espece
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(A+K*)G, =8 (1)
cS (2)

CS 2)

1. Théoreme de Green: Expression intégrale

]_EGOQdM'+SL—Gj ds,,

2. Condition Sommerfeld: simplification de I’intégrale de surface

3. Conditions aux limites sur S: on €limine la dérivée de ®P, on obtient une équation intégrale
oG, B¢
-.:jGOQ M’ +jG ds+ -~ +G0FJ ds

Conclusion

Stratégie de calcul
1. On calcule le champ sur S en résolvant I’équation intégrale sur S
2. On en déduit le champ dans tout I’espace par une simple intégration

On a ramené un calcul 3D a un calcul 2D 8
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3.1 Introduction

lere étape

(A+k*)e=Q ) (A+K°)G, =8 (1) Théoreme de Green
CL , .
s @ © &) 1)+ (1)
VMeD  &(M)=[G,(M,M')Q(M') dM'
» 1 9G, , N
+ | [CID(M) (M,M')-G,(M,M')—(M )] ds,,
sif dn on

24 étape (2) + (2°)
Fonction G,: =% Formulation intégrale (3D en 2D)

Ce type de fonction ~ CS' —>  Simplification de I’intégrale de surface

n’est pas unique.
Toute fonction
vérifiant (1°) peut
étre employée

. Objectif: Choisir une fonction G permettant de simplifier
I’intégrale de surface restante.
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Le Probleme

Le probleme en G

(A+K*) (M) =Q(M) (A+K*)GM, M) =§(M-M")

|
|
|
|
|
|
l dG

Neuman acp (q) N(q) : Neuman BT(M’q) 0
|

CL |Diriclet  &(q)=D(q) . CL |Diriclet G(M,q)=0
|
dG
Mixte %EJFB d=M'(q) Mixte Ad—n+B G=0
n [

(CS) | (CS)

|
Propriétés:
——— Symétrie de G G(M,M')=G(M',M)

1
— Singularité en M=M" G(M,M')MNM.4
“MAm

10
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Gill paaRaias & 2 dG 0P
0d=|GQdV +||d—-G— |ds
@ On suppose que G est connue i Q _! ( on anj
| /
S T /
Or sur S Adag"'Bdci):Md : 5
on ! ’
on a | B 1
3G I _
A'—+B‘G=0 N (q) A _G(M_%)jds
RN E 7L
Il reste

oc = [GM,M") QM) dV,,. +| (—%G(M,M') Md(M')j ds,,

Expression explicite du champ acoustique

Conelusiois Si on connait la fonction de Green du pb, la solution est directement

déterminée par une intégrale

Si G ne vérifie qu’une partie des CL, on limite d’autant 1’intégrale de surface

11
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Espace infini *
r e—ikr )\) /
. G=- °
D : 4Tr
i 1 1 —i(kr{:j
2D : G=—H,(kr ~+—1Inr ~— e
4 0 ( ) —0 27 r—o0 /2751(1'
o ke BM) 7
1D : G=- ° .
2ik \ —A
°
Espace semi infini : méthode des images
—ik‘W‘ _ik‘M—M” Plan rigide
e e
G(M,M')=- —
4m MM 47 |[MM’
M
e o oG M
On vérifie facilement N =0 sur le plan
n
Plan rigide M i. >




4. Résumeé

(A+K°)G, =8 (1)
od

CL.: Ada +B'd =M CS (2)
n
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A+K)®=Q (1)

1. Théoreme de Green: Expression intégrale

iGonM'+SL—Gj ds,,

2. Condition Sommerfeld: simplification de 1’intégrale de surface

3. Conditions aux limites sur S: on élimine la dérivée de ®, on obtient une équation intégrale

-‘:jGOQdM +jG —ds+aaG +G i—d] ds

4. On introduit LA fonction de green du pb: on obtient une expression explicite du champ

(A+K*)G=5 d
cL A% 4BG=0 4 [6Qam + [6 L as
cs - . =

13
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